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Jean-Frédéric Gerbeau, Dominique Chapelle
Dans cet article, nous souhaitons présenter, de manière
non technique, des travaux récents sur la simulation
numérique du système cardiovasculaire. Le terme simu-
lation couvre des notions tellement différentes qu’il
n’est peut-être pas inutile de commencer par préciser le
sens qu’on lui donne ici. Une simulation numérique est
la résolution sur ordinateur d’équations mathématiques
qui modélisent un phénomène. La discipline qui s’inté-
resse à la simulation numérique est une branche des
mathématiques appliquées, appelée calcul scienti-
fique. En amont de la simulation se déroule la phase de
modélisation, c’est-à-dire la mise en équations du pro-
blème. Suivent la phase d’analyse mathématique, dont
le but est d’établir les propriétés des équations, puis le
développement et l’analyse de méthodes numériques.
Une fois ces méthodes programmées, il est alors pos-
sible de réaliser sur ordinateur des expériences numé-
riques qui permettent d’enrichir les expériences in vivo
et in vitro. Naturellement, des allers retours sont
nécessaires entre ces diverses phases.
Hiérarchie de modèles pour la circulation artérielle
Modèles sans dépendance spatiale
Les modèles les plus simples d’écoulements sanguins
décrivent l’évolution dans le temps du débit et de la pres-
sion moyenne dans un
compartiment vascu-
laire entier, sur la base
de considérations hydrauliques élémentaires. Les équa-
tions sous-jacentes sont simples: il s’agit d’équations
différentielles ordinaires, c’est-à-dire reliant des fonc-
tions d’une seule variable (le temps) et leurs dérivées. 
On utilise souvent une analogie électrique pour décrire
ces modèles: le débit sanguin et la chute de pression sont
représentés respectivement par un courant électrique et
une différence de potentiel, les effets dissipatifs liés à la
viscosité du sang sont représentés par une résistance, et
l’élasticité de la paroi des artères par un condensateur. Le
modèle électrique le plus simple d’arbre artériel consiste
en une résistance, modélisant l’effet des petites artères,
et un condensateur monté en parallèle, modélisant
l’élasticité des grosses artères. Il permet d’illustrer le fait
que l’énergie élastique accumulée pendant la systole est
restituée pendant la diastole (effet Windkessel, mis en
évidence dès 1733 par Stephen Hales).
Ces modèles présentent l’intérêt d’être simples mathé-
matiquement et de pouvoir être résolus efficacement
sur ordinateur. En contrepartie, les informations qu’ils
fournissent sont assez limitées. Ils sont cependant très
utilisés pour décrire schématiquement le système circu-
latoire dans des travaux qui se concentrent sur des
modèles de cœur [1], sur la description des boucles de
contrôle du système cardiovasculaire [2], ou encore
pour décrire sommairement les vaisseaux périphériques
quand les gros vaisseaux sont modélisés plus finement.
> Les progrès réalisés en mathématiques appli-
quées permettent aujourd’hui d’envisager la
simulation sur ordinateur de certains comparti-
ments du système cardiovasculaire. Nous propo-
sons de faire un point sur quelques modèles, en
nous focalisant sur la simulation de l’écoule-
ment du sang dans des artères déformables et
sur la simulation de la contraction du myocarde
sous l’effet de la propagation d’un signal élec-
trique. Nous tentons également de présenter des
applications possibles de ce type de travaux. <
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Les modèles précédents sont inadaptés pour décrire les
phénomènes de propagation d’ondes dans le tronc
artériel. Or, ces ondes contiennent des informations
importantes : l’augmentation de leur vitesse de propa-
gation traduit une diminution de l’élasticité des
artères, leur allure est modifiée par les bifurcations,
sténoses, endoprothèses…
En considérant une représentation « filaire » des vais-
seaux sanguins, la position spatiale d’un point peut
être repérée à l’aide d’une seule coordonnée le long de
l’axe du vaisseau. Les inconnues, débit et pression
moyenne, sont à présent des fonctions de deux
variables, le temps et l’espace. Le modèle est donc
décrit par des équations aux dérivées partielles. Celles-
ci traduisent des principes de conservation de masse et
des bilans de quantité de mouvement. Bien que très
anciennes (elles ont été proposées par Euler en 1775),
leur analyse mathématique et les méthodes pour les
résoudre numériquement sont encore des sujets de
recherche très actifs. 
Ces modèles permettent, par exemple, de représenter
les phénomènes de peaking (augmentation de l’ampli-
tude) et steepening (pincement de la largeur) de l’onde
de pression qui se propage dans le tronc artériel.
Modèles tridimensionnels
Les modèles décrits ci-dessus ont pour vocation une
description globale de la circulation. Mais il peut être
intéressant de considérer des phénomènes localisés: où
un anévrisme risque-t-il de se rompre? Pourquoi une
zone est-elle un lieu privilégié d’athérosclérose? Com-
ment diminuer le risque de resténose après une angio-
plastie ou un pontage? Autant le dire tout de suite, la
simulation numérique ne sait pas encore apporter de réponses com-
plètes à ces questions. Des mécanismes clés - comme le rôle de l’in-
flammation dans l’athérosclérose ou la capacité de remodelage des
parois vasculaires - ne sont pas intégrés dans les modèles qu’on
simule. Cependant, des indices laissent espérer que des éléments de
réponses puissent être obtenus sur la base de considérations purement
mécaniques.
L’hypothèse d’un lien entre les propriétés mécaniques locales de
l’écoulement du sang et le développement de l’athérosclérose a été
proposée au début des années 1970 [3]. Depuis, de nombreuses
études ont confirmé cette hypothèse. Ainsi, un lien entre localisation
de l’athérome dans la carotide humaine et zones à faibles contraintes
pariétales a été établi [4]. Des mesures in vivo sur des chiens ont
montré que les lésions athéromateuses ont tendance à se développer
dans les zones où la moyenne temporelle du cisaillement dans la paroi
est faible [5]. Il a été également montré que les zones de recirculation
et les zones à faible cisaillement offraient des conditions favorables à
l’athérosclérose dans les coronaires humaines [6]. Ces conditions
d’écoulement seraient en effet propices à l’interaction des lipopro-
téines, des monocytes et des plaquettes avec les cellules endothé-
liales qui tapissent les parois artérielles.
Du point de vue de la modélisation, l’importance des propriétés
locales de l’écoulement indique qu’on ne peut se contenter de quanti-
tés comme un débit ou une pression moyenne : l’accès au cisaillement
ou aux contraintes sur la paroi de l’artère nécessite la connaissance
de la vitesse et de la pression en « tout point » et à «tout instant».
Les équations qui fournissent ces quantités sont celles de la méca-
nique des fluides incompressibles tridimensionnelles, appelées équa-
tions de Navier-Stokes. Comme pour les équations des modèles unidi-
mensionnels, leur analyse mathématique et numérique est loin d’être
achevée. En outre, la simulation de ces modèles 3D nécessite considé-
rablement plus de puissance de calcul que les modèles précédents et
ne peut donc être envisagée que sur quelques portions d’artère.
Pour effectuer des simulations 3D réalistes, il est essentiel de pouvoir
utiliser dans les calculs des géométries fournies par l’imagerie médi-
cale. On sait en effet que la forme complexe des vaisseaux engendre
des structures d’écoulement différentes de celles observées dans des
géométries idéalisées [7].
Pour les grosses artères, le réalisme impose également la prise en compte
du déplacement de la paroi des vaisseaux. Ce problème est sensiblement
plus difficile que la simulation de l’écoulement dans un conduit rigide et
nécessite le développement de nouvelles méthodes numériques [8]. La
difficulté vient du fait que deux types de phénomènes physiques inter-
agissent étroitement: la paroi se déforme sous l’effet du passage du
Figure 1. Propagation d’une onde de pression dans un ané-
vrisme. Les quatre images représentent la pression dans l’ané-
vrisme à des instants différents (bleu : pression faible,
orange : pression forte). Le couplage entre l’écoulement du
sang et le déplacement de la paroi artérielle est pris en
compte : noter que la paroi de l’anévrisme se déforme, ce qui
engendre la propagation de l’onde de pression. La géométrie
sur laquelle a été effectuée la simulation provient d’une image
médicale. Elle a été « maillée » (triangles noirs) pour per-
mettre d’effectuer le calcul.
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Figure 2. Angle des fibres (cosinus) sur 3 coupes orthogonales. La couleur
représente la valeur du cosinus de l’angle que présente au point considéré la
fibre avec le plan orthogonal à l’axe principal du cœur. On voit que cet angle
est maximal près de l’épicarde et de l’endocarde (source : R. Cimrman, INRIA,
Rocquencourt). 
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sang, et le mouvement de la paroi agit à
son tour sur l’écoulement. La Figure 1
montre un exemple de simulation d’inter-
action fluide/structure lors du passage
d’une onde de pression dans un anévrisme
[9]. Ces simulations donnent par exemple accès aux
contraintes dans la paroi vasculaire.
Un intérêt des expériences numériques est de permettre de
faire varier les paramètres du modèle bien plus facilement
que dans les expériences in vitro ou in vivo. Mieux encore, il
existe des techniques mathématiques permettant de faire
varier automatiquement ces paramètres pour atteindre un
objectif donné. Supposons que l’on dispose d’un modèle de
l’écoulement du sang dans un pontage et que l’on ait iden-
tifié un critère, impliquant par exemple les contraintes que
le sang exerce sur la paroi, favorisant une resténose. On
peut alors écrire un algorithme déterminant automatique-
ment la forme que devrait avoir le pontage pour minimiser
les risques de resténose. Des exemples très préliminaires
d’une telle démarche ont déjà été proposés [10].
Modélisation, simulation et estimation
de l’activité électromécanique du cœur
Contexte et objectifs
Une modélisation globale de la circulation nécessite
naturellement - en association avec les modèles d’ar-
tères présentés ci-dessus - un modèle du comportement
électromécanique du myocarde. Il est possible d’envisa-
ger des descriptions assez fines pour que les simulations
puissent rendre compte de nombreux phénomènes phy-
siques. Mais une limite vient de ce qu’un modèle fin uti-
lisera un très grand nombre de paramètres qui seront
difficiles, voire impossibles à identifier suivant la
richesse des mesures in vivo (cinématiques et élec-
triques) disponibles. Il est donc important d’adapter la
finesse de la modélisation à la richesse des mesures.
Les diverses mesures in vivo de l’activité cardiaque sont
faites avec un échantillonnage spatial et temporel réduit.
Il est néanmoins envisageable, en confrontant ces
mesures à des simulations de modèles d’une complexité
adaptée, d’en tirer plus d’information que celle qui est
directement présente dans la mesure elle-même. Il est
ainsi possible de construire une sorte de « capteur logi-
ciel », système ayant en entrée les mesures cliniques et
permettant d’accéder à des variables ou paramètres non
directement mesurés, comme les contraintes ou la
contractilité, ou de rendre plus précis certains indicateurs.
Modélisation et simulation
Deux phénomènes physiques principaux doivent être
modélisés pour rendre compte du comportement du
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cœur : la propagation du potentiel d’action dans le tissu et la
contraction du muscle cardiaque sous l’effet du potentiel d’action. 
Le premier phénomène est de nature électrique, le second de nature
mécanique. Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur la modélisa-
tion développée pour le phénomène mécanique. Pour le potentiel
d’action, nous renvoyons le lecteur à [11] et à ses références.
Il est communément admis que les travaux de Huxley sur la dynamique
des ponts actine-myosine [12], au niveau microscopique (du sarco-
mère), permettent d’expliquer les phénomènes de contraction dans le
muscle cardiaque. L’étude du mécanisme de formation de ces ponts par
une approche multi-échelles, généralisant celle de [13], a permis de
développer une loi de comportement au niveau mésoscopique, c’est-à-
dire à l’échelle de la myofibre [14], compatible avec le formalisme de
Huxley, et résultant de la description du comportement collectif des
nanomoteurs moléculaires actine-myosine [15]. Cette loi, permettant
de rendre compte du couplage excitation-contraction, s’écrit : 
Dans ces équations, un point sur un symbole représente la dérivée par
rapport au temps, tandis que eue+ vaut u lorsque u≥ 0, et 0 sinon. Ce
système est une relation dynamique qui fournit σc, la contrainte
contractile, en fonction de εc, la déformation contractile le long du
sarcomère. Il s’agit d’une loi de comportement mécanique. Dans cette
loi, u représente l’entrée électrique, directement liée au potentiel
d’action. La variable intermédiaire kc désigne une «raideur équiva-
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lente», alors que σ0 et k0 représentent la contractilité
du muscle au point considéré. 
Une modélisation 3D complète de l’activité mécanique
du cœur est obtenue en insérant cette loi de comporte-
ment dans un modèle rhéologique, tel que celui de A.V.
Hill [16], puis en écrivant les équations d’équilibre de
la mécanique des milieux continus [17]. Pour compléter
ces équations, il faut aussi prendre en compte le com-
portement du fluide. Mais il est pour l’instant hors de
portée de le faire avec des modèles 3D du type de ceux
décrits précédemment pour les artères. On se contente
donc d’une modélisation simplifiée sous la forme d’une
pression supposée uniforme et d’un volume global par
compartiment du myocarde.
Pour réaliser des simulations de ce modèle, il faut dis-
poser d’une description fine de la géométrie de l’or-
gane, avec en particulier la direction privilégiée des
fibres musculaires en tout point. Pour les résultats
présentés ci-dessous, nous avons utilisé les données
anatomiques d’un cœur de chien diffusées par le
Bioengineering Institute de l’université d’Auckland (Nouvelle-
Zélande). Les directions des fibres sont visualisées dans la Figure 2.
La Figure 3 présente des résultats de simulations sous la forme de
vues en coupe de l’état de déformation du myocarde à différents
moments du cycle cardiaque.
Confrontations modèles/mesures
L’intérêt de confronter les modèles (via leurs simulations) aux
mesures pour construire un capteur logiciel, véritable outil d’aide au
diagnostic, a été développé plus haut. Une telle problématique se
retrouve dans beaucoup d’autres domaines où les mesures sont
abondantes et complexes, comme en météorologie ou en océanogra-
phie, et la démarche qui consiste à « automatiser » le processus de
« mise en correspondance » du modèle avec les données est connue
sous le nom d’assimilation de données. Différentes méthodes ont été
développées pour cela [18].
La Figure 4 montre des résultats préliminaires obtenus avec notre
modèle de cœur, sur une géométrie simplifiée. Dans ce cas, nous
sommes partis de données synthétiques (c’est-à-dire fournies par la
simulation du modèle avec un jeu de paramètres connus) et l’objec-
tif de l’assimilation de données est de chercher à retrouver la valeur
des paramètres, qui peut éventuellement être non uniforme dans le
tissu. En particulier, on voit qu’on arrive assez bien à estimer la
variabilité du paramètre de contractilité, qui peut dans ce cas repré-
senter une zone infarcie. Bien entendu, l’objectif à terme est de pou-
voir utiliser de vraies mesures, notamment des images d’IRM ou
d’échographie. Des travaux sont en cours dans cette direction [19].
Conclusions
Nous avons tenté de donner un bref aperçu des possibilités actuelles
de la simulation numérique du système cardiovasculaire. Même si des
avancées significatives ont été réalisées ces dernières années, recon-
naissons que les applications concrètes sont encore balbutiantes. Mais
le potentiel à moyen terme est considérable : un modèle convenable-
ment choisi doit permettre d’améliorer la compréhension du fonction-
nement du système cardiovasculaire sain ou malade, voire de simuler à
des fins d’évaluation et d’aide à la décision l’impact de stratégies thé-
rapeuthiques. En outre, en confrontant de manière automatisée les
résultats de simulations à des mesures cliniques, on peut construire un
véritable capteur logiciel capable de donner accès à des variables ou
paramètres cachés, et donc d’apporter une aide au diagnostic. ◊
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Figure 3. Vues en coupe des déformations du myocarde en fin
de diastole (A) et de systole (B). Les couleurs représentent
l’amplitude des déplacements par rapport à la position de fin
de diastole (bleu : plus faible, rouge : plus élevée), et les
lignes blanches le maillage de calcul (source : J. Sainte-Marie,
INRIA, Rocquencourt).
Figure 4. Résultat de l’assimilation sur σ0. Les couleurs repré-
sentent les valeurs du paramètre (bleu pour une contractilité
anormalement faible). Les résultats obtenus par la procédure
d’assimilation (B) sont en bonne adéquation avec les valeurs
de référence (A) ayant servi à engendrer les données synthé-
tiques (source : J. Sainte-Marie, INRIA, Rocquencourt).
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Numerical simulation of the cardiovascular system
In this article, we aim at giving a non-technical overview of some
mathematical models currently used in the numerical simulation
of the cardiovascular system. A hierarchy of models for blood
flows in large arteries is briefly described as well as an electro-
mechanical model for the heart. We discuss some possible appli-
cations of the numerical simulations of such models, for example
the optimization of prostheses. We also address the issue of the
data assimilation for the calibration of the models. ◊
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